Limites 1 — Como Calcular Limites

Ricardo Ferreira

Atualizado a 6/03/2023

Este é um excerto do meu primeiro livro de exame “Arrasa no Exame:
O teu Guia de Estudo de Matematica A!”, que ja ndo estd a venda.
Descobre mais sobre o meu novo livro “Arrasa no Exame: Matematica
A’ incluindo um video de apresentaciao e duas fichas gratis, em https:
//loja.ricardo-ferreira.pt/produto/exame-matematica-a/.

Contetudo

1 A estratégia geral 3
2 Os limites classicos 4
3 Truques I: Algebra de Limites 4
4 Truques II: Inversao 7
5 Truques III: Intermediario 8
6 Truques I'V: P6r em evidéncia 9
7 Truques V: Conjugado 11
8 Truques VI: Mudanga de variavel 12
9 Truques VII: Criar constante 14
10 Truques VIII: Um limite seminotavel 14
11 Truques IX: Continuidade 15
12 Como calcular qualquer limite 16

Todos os direitos reservados.


https://loja.ricardo-ferreira.pt/produto/exame-matematica-a/
https://loja.ricardo-ferreira.pt/produto/exame-matematica-a/

Ricardo Ferreira

13 Solugoes 18
13.1 Aestratégia geral . . . . . . . ... L oo 18
13.2 Os limites classicos . . . . . . . .. .. o oL 18
13.3 Truques I: Algebra de Limites . . . . ... ... ... ... .. 18
13.4 Truques II: Inversao . . . . . . . . ... ... ... .. ... 19
13.5 Truques III: Intermedidrio . . . . . . . ... ... ... .... 19
13.6 Truques IV: Colocar em evidéncia . . . . .. ... ... ... 19
13.7 Truques V: Conjugado . . . . . . . . . ... ... ... ..., 20
13.8 Truques VI: Mudanga de varidvel . . . . . .. ... ... ... 20
13.9 Truques VII: Criar constante . . . . ... ... ... ..... 20
13.10Truques VIII: Um limite seminotavel . . . . . . . .. ... .. 21
13.11Truques IX: Continuidade . . . . . . . .. .. ... ... ... 21
13.12Como calcular qualquer limite . . . . . . . .. ... ... ... 21
Um agradecimento especial & Maria e Isabel pelas corregoes :)

Dtvidas? Esclarece-as no Discord: https://discord.gg/CY5fw6qhDf 2

Erro ou sugestao? Contacta-me: mailto:geral@ricardo-ferreira.pt

Website: https://ricardo-ferreira.pt

Vé no YouTube: https://www.youtube.com/channel/UCkRcdeyQ50TWFmk7vyuzf_g
Compra o meu novo livro de exame:

https://loja.ricardo-ferreira.pt/produto/exame-matematica-a/


https://discord.gg/CY5fw6qhDf
mailto:geral@ricardo-ferreira.pt
https://ricardo-ferreira.pt
https://www.youtube.com/channel/UCkRcdeyQ50TWFmk7vyuzf_g
https://loja.ricardo-ferreira.pt/produto/exame-matematica-a/

Ricardo Ferreira

1 A estratégia geral

Para calcular limites lim,_,, f(x), em que a pode ser oo, s6 precisamos de
dois passos.

(1) Substituir — direto ou indeterminagao?

(2) Fazer limites notéveis

Primeiro, substituimos x por a e fazemos as contas. Se tivermos sorte,
o limite é imediato e nem precisamos passar ao segundo passo.
Se nao for imediato, é porque nos da uma de quatro indeterminagoes:

00 0
00 — 00 — — 0 x oo
00 0

Nestes casos, ndo conseguimos calcular o limite imediatamente porque
um dos fatores quer ficar muito grande e o outro muito pequeno
(por exemplo 400 vs —00, ou 00 vs 1/00). Nestes casos, nds precisamos de
desempatar, ou seja, perceber se o fator que estd a querer ficar muito grande
é mais “rapido”ou mais “lento”do que o fator que quer ficar muito pequeno.

Para desempatar, nés usamos os quatro limites notaveis

im 220 lim & — 400 (peR)
z%ufoo r :)3~1>r+noo P o0 P
T _q :
hm &2 =1 im 22T g
z—0 X z—0 X

Os dois limites Inz/z e e* /2P sdo uma indeterminagao oo/oco, por isso
para desempatar, vemos qual é o termo que vai para infinito mais rapida-
mente. O que esses dois limites notéaveis nos dizem é que Inz tende para
infinito mais lentamente do que qualquer fungao polinomial (por exemplo,
x) e que e” tende para infinito mais rapidamente do que qualquer funcao
polinomial. Vemos isto porque o limite Inxz/x é 0, ou seja, o & “ganha”,
enquanto que o limite e*/zP é 400, ou seja, o e “ganha”.

Por outro lado, os limites (¢*—1)/x e sinz/x, sendo iguais a 1, dizem-nos
que o termo de cima e o termo de baixo sdo igualmente rapidos. De certo
modo, o limite diz-nos que a funcao e¢* — 1 “comporta-se”’como a funcao x
perto de 0. E do mesmo modo, a fun¢do sinx “comporta-se”como a fungao
x perto de 0.

No fundo, os limites notaveis apenas ajudam-nos a comparar as dife-
rentes “velocidades” a que cada termo tende para o seu limite.

Se queres uma explicagdo mais detalhada, vé https://youtu.be/20_
yyxSqbaw?t=14.
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2 Os limites classicos

Ha certos limites classicos que vamos usar a toda a hora. E a maneira mais
facil de os sabermos é desenhando o grafico.

(1) Desenhando os respetivos graficos, determina os seguintes limites.

(b) lim 2?2 (h) lim 1/x
T T (n) lim Inx
(c) £r+n NG (i) liIgl+ 1/x z—0F
x oo T—
(d) xli,rng Vv §)) xl_l)réli 1/x (o) wgrg_ tan
(e> xE%S -2 (k) xkrﬁl}oo e’
(f) lim 4 (1) lim e* (p) lim tanz
x——625 T—>—00 =3

Limates cldssicos? Faz o desenho!

3 Truques I: Algebra de Limites

Como os limites de fun¢oes definem-se a partir dos limites de sucessoes, entao
os limites de fun¢goes herdam todas as propriedades simpaticas dos
limites de sucessdoes — principalmente, a algebra de limites. Ou seja,

T (7(x) + g(x) = lim f(2) + lim g()

lim f(x) x g(x) = lim f(z) x lim g()
lim f(2)/g(x) = lim f(z)/ lim g(x)

Na pratica, sabendo nés os limites classicos e os limites notaveis, con-
seguimos calcular qualquer limite que envolva somar, multiplicar ou dividir

esses limites.
Vé alguns exemplos de algebra de limites em https://youtu.be/20_

yyxSqb6aw?t=359.
(1) Dos limites classicos de 1/x, sabemos que

1 + 1 1 0
— o0 —_— = —0 _— =
0+ T 0~ T 400

Usando isto e a algebra de limites, calcula os seguintes limites.
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@ O gm0
(0) Jim 2 (@) Jim 0 Jim
12
(c) xETooeim (h) xEToom (m) lm — =
. 1
(d) Bim ﬁ @ tim ﬁ ) S tanz
-3
(e) zll)r}rloo % i) Ilgé{r \}5 (0) mg%lf tan x

Sabendo os limites classicos de 1/x, podemos calcular qualquer limite

1.

(2) Usando apenas limites cldssicos e dlgebra de limites, calcula os seguintes

limites.
lim (—z — @
(b) zrtoot ¢ V) (g) lim —
T——00 I
(¢) lim ze
T——+00 Inz
. (h) lim —
(d) hr+n —xlnz z—=0t T
T—>r+00
In(x +1)
im (—2)(— 1
© tim (-)(=tna) )l e

Hd muitos casos que parecem indeterminacdo mas nao sao!!!l Por exem-
plo, 00+ 00,00 X 00,0/00 € 00/0 nao sao indeterminagoes porque ambos
0s termos evoluem na mesma direcao — por exemplo, 0s dois co e 0o
querem ficar muito grandes ou os dois 0 e 1/00 querem ficar muito pe-
quenos. Conclusao: primeiro de tudo, tenta substituir! E nao inventes
indeterminacoes onde elas ndao existem!

(3) Usando apenas limites cldssicos e dlgebra de limites, calcula os seguintes

limites.
tanx tanx
a) lim c) lim ——
(a) rI- T — 2% (c) st (m — 2x)2
(b) i tan x (d) 1 tanx
im im —
x_>g+7l'—2$ x_)%+3+7r_2x

Temos que +00/0" = 400 e que +00/0™ = Foo. Isto porque 0 significa
“tender para 0 por valores maiores que 0 — ou seja, 0T vai ser sempre
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um nudmero positivo e por isso mantém o sinal. Por outro lado, 0~
significa “tender para O por valores menores que 0 — ou seja, 07 wvai
ser sempre wm nimero negativo e por isso troca o sinal. No fundo, 0"
€ um “numero”’positivo e 0~ € um “numero”’negativo. Atencdo:
isto jd ndao é verdade, por exemplo, para 37, porque tender para 3 por
valores menores que 3 é um niumero positivo!

(4) Usando apenas limites cldssicos, limites notéveis e dlgebra de limites,
calcula os seguintes limites.

. Inz i Inx
(a) Jim 5 (d) JMm -=
. Inx ) Inz
© tn 5 © i,
1 1
(¢) lim —o () lim —

T—+00 (\/5)3 T—+00 W

Dica: Quando vemos uma raiz, devemos imediatamente passa-la a po-
téncia (trabalhar com raizes é chato, mas trabalhar com poténcias é
facil!)

Sep > 1, entdo para resolver limy_, 1 o Inz /2P basta usar o limite notdvel
Inxz/x. Sep < —1, entao o limite é imediato. Por isso, primeiro de
tudo, tenta substituir!

(5) Usando apenas limites classicos, limites notéveis e dlgebra de limites,
calcula os seguintes limites.

) 623: d i e

(a) [Mim = (d) Jm =
2x i er

(b) Jim 75 () Jdm 2
64.7,‘ . 6237

im < f) lim ——

Dica: Escreve e?* = % x e*
Qualquer funcdo exponencial €* tende para +oo mais rapidamente do
que qualquer raiz. Assim, para comparar e* e \/x, temos de escrever e®

na forma vV e2*. No fundo, o segredo é “meter tudo para dentro da raiz”.
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(6) Usando apenas limites cldssicos, limites notéveis e dlgebra de limites,
calcula os seguintes limites.

(a) xli)r_noo(5a:5 + 323 + 2) (f) mllffoo lr;;n)Q

(b) zg@m(2x4 + 4% 4 6) © zll)gloo 12:

(c) limy : _xex (b) lim_ i:

(d) IETOO exx— 1 i) }Cli% sin m(xe: -1)

Primeiro de tudo, tenta substituir!

4 Truques II: Inversao
Por vezes, temos coisas que quase sao limites notdveis, s6 que o numerador
e o denominador estao trocados. Por exemplo,

x

lim —.
z—+oo Inx

Para resolver este problema, basta lembrar-nos das regras das fracoes:

Assim, aplicando a algebra de limites, temos que

T 1

11m =
z—+oo Inx i Inz
Mg—+oo ~

E agora ja podemos aplicar o nosso limite notavell Vé outro exemplo em
https://youtu.be/20_yyxSqbaw?t=481

(1) Combinando limites classicos e limites notaveis com &lgebra de limites
e inversao, calcula os seguintes limites.

. T 2
(a) Jim o (@) lim —*—
T
(b) ilg%) et —1 \ )
© iy @ Iy
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x 3
f) lim — X
O tm o (k) lm =
x
lim — . zlnzx
(g) lim M) lim —
3 x?
(h) xgrfoo Inaz (m) 250+ sin z(1 —e?)

(i) lim ~ lim VD’

lim — _\vVHE
z—+oo e¥ m) a—0+ sinz (1l — e?)
3 sinx + 22
() lim = (0) lim —o T
z—+oo e¥ z—0t zet —x

Primeiro de tudo, tenta substituir!!

5 Truques III: Intermediario

Por vezes, temos limites como

. et —1

lim — ,

z—0 sinx
em que nao conseguimos comparar os limites e* — 1 e sinx diretamente,
mas podemos compara-los indiretamente através do x (que vamos chamar
de “intermediario”).

Pelos limites notaveis (e* —1)/x e sinx/x, nés sabemos que tanto e* — 1
como sinx se comportam como x perto de 0. Por isso, e — 1 tem de se
comportar como sin x perto de 0.

Mas na pratica, como é que transmitimos esta ideia de comparar e* — 1
e sinzx indiretamente através do x? Ora, é simples: multiplicamos por 1.
Ou mais especificamente, dividimos em cima em baixo pelo nosso
intermedidrio (neste caso, x). Fica entao

o (e* —1)/x

=0 sinz/x

E agora que ja fizemos aparecer os nossos limites notaveis, concluimos que
o limite é 1, como esperavamos.
Vé outro exemplo em https://youtu.be/20_yyxSqbaw?t=791

(1) Criando um intermediério, calcula o limite
Inx

lim .
z—+oo e¥

Pelos limites notdveis e*/xP e Inx/x, nds sabemos que e* tende para
400 mais rapidamente do que qualquer funcao polinomial e que qualquer
funcdo polinomial tende para +00 mais rapidamente do que Inx. Sendo
assim, e* tende para +00 mais rapidamente do que In x.
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(2) Usando todas as técnicas que aprendeste até agora, calcula os seguintes

limites.
et =1 (1nx)2 . zlnx
lim —— ; 1
(a) xgr(l) sinx <d) $EI_’~I_100 62:1: (g) x_lffoo er
2z _q In z)2 , 3]
(b) lim &~ (e) lim @ (h) lim Z—2
z—0 SInx T——+00 e r—r+00 e
T 1 525 3 1 2
(c) ET % (f) lim % (i) lim w
z o0 X T—>+00 e T——+00 e

Nem sempre o intermedidrio é x (muitas vezes é zP ). Com este truque,
vemos que que a fungdo e® tende para 400 mais rapidamente do que
qualquer fungao logaritmica ou polinomial (ou qualquer combinagdo das
duas).

(3) Usando todas as técnicas que aprendeste até agora, bem como as fér-
mulas da trigonometria, calcula os seguintes limites.

t 1 t
(a) lim 2% (b) lim 227 (¢) lim ¥

im ——
z—0 I z—0 tan x z—=0 e — 1

A fungdo tanx comporta-se como as fungoes x,sinx,e® — 1 perto de 0.

6 Truques IV: Po6r em evidéncia

Tal como nas sucessoes, quando temos indeterminagdes oo — 0o ou 0o0/00,
noés ja sabemos que sdo os monomoémios mais fortes que “mandam”.
Na pratica, para ilustrar esta ideia, o que fazemos é colocar o monémio
mais forte em evidéncia.
Por exemplo, se tivermos
lim (323 — 22 — 2),
T—+00

temos uma indeterminacgao oo — co. Para desempatar, nés vamos colocar o
monémio mais forte, 3z3, em evidéncia. Fica entdo

1 2
. 3 - =
xgrfoo v <1 3z 3a3 >

Com isto, todos os limites dentro do parénteses tendem para 0 exceto o
M
primeiro. Resta-nos assim

lim 3,
T—>+00

que é o limite do monémio mais forte.
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E pensamos da mesma maneira para fragoes. Se tivermos, por exemplo
e’ +1
m o5,
z—+4o00 2% + Inx
temos uma indeterminagéo oco/oo. Para desempatar, nés vamos colocar o

mondémio mai fortes do numerador e o monémio mais forte do denominador
em evidéncia (neste caso, e* e 22?). Fica entdo

Com isto, todos os termos dentro de parénteses tendem para 0 exceto os

primeiros. Resta-nos assim
) e
lim ——,
z—+00 2T
que € o limite do monémio mais forte do numerador a dividir pelo monémio

mais forte do denominador.

(1) Utilizando todas as técnicas que aprendeste até agora, calcula os seguin-
tes limites.

(0) lm (@ - ?) () lim (xe" - )
(b) EIP (23 — 2?) (k) zgrjloo(ex —zlnz)
(c) ET (2% — 2z — 3) (1) Igl}rloo(@x — ¥+ 1)
d) lim (2* -2z —3 m - °
N I

. T — e
€ (e 2ot d) () Jm 2T

r—+oo 2x2 —

: 2 T
(f) xginoo(x N 26 T 3) (O) 1m h’lCC — 33‘3
(g) lim (32 —Inx) w=oo 327 + 4o

T—r+00 i Inx — l'?’
(h) lim (2¢" —Inz) () Mim =05
4t + 23 Inzx + 1
. . 2 oz .

(1) xgl—’&l-loo(lnx +2z 3e ) (Q) mEI—iI-loo 1 — 224

O mondémio mais forte manda!
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7 Truques V: Conjugado

Para resolver certos limites mais obscuros como

B, (Verd=va)

T

ou
. 1—cosx
lim ———

x—0 T ’

o truque é multiplicar o numerador e o denominador pelo “conju-
gado”.

A ideia é que nao conseguimos trabalhar com v/z + 1 —+/z ou 1 — cosz,
mas conseguimos trabalhar com (v/z + 1)? — (/)% e 1 — cos® z.

Vé o exemplo de (1 —cosz)/z em https://youtu.be/20_yyxSqbaw?t=
1086.

(1) Usando todas as técnicas que aprendeste até agora, calcula os seguintes

limites.
i - 241 - 1
(a) lim (Vo+1-7) (@) tim Va? + - Vo +
(b) lim (Ver —1-Ve) o
1 Ver —1
(c) lim (h) lim Y= —=
z—+o00 /e —1 —e? +1 z—0 T
1
d) U z
(d) x—1>51—100\/lnac—|—1—\/1n:c—1 (i) hme/2—1
(e) lim (Va?+1-u) 0
ViZ+1— Vo +1 o /2 -1
i lim
(f) xli%h x (J) z—0t \/.1'2 +1-— \/IE +1

(2) Usando todas as técnicas que aprendeste até agora, calcula os seguintes

limites.

. 1—cosx . sinx — tanx
(a) lim ——— (d) lim "~

z—0 xT r—0+ x
1-— .
(b iﬂ’% xCQOS z (¢) lim tanx —sinx
T xﬁ0+\/$3+1—\/$2+1

(c) lim

z—0+ cosz — 1

Trigonometria? Usa as formulas!.
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8 Truques VI: Mudanga de variavel

A mudanca de variavel é o truque mais importante dos limites, porque nao
s6 nos permite passar limites quase notaveis a limites notaveis, como
também nos permite mudar o valor para o qual x esti a tender. Vé
exemplos destes dois usos em https://youtu.be/20_yyxSqbaw?t=543

As trés mudancas de variavel classicas sado

y=x—k y=—x y=1/z

A primeira permite passar um limite x — k a um limite y — 0. A
segunda permite mudar entre 0~ e 0%, ou —0co e +00. A terceira, permite
mudar entre 07 e +00 ou 0~ e —oo. Qualquer outra mudanca de varidvel é
uma combinacao destas trés.

Para passar limites notaveis a quase notdveis, ainda temos a mudanca

de variavel

que podemos combinar com as anteriores. Mas ao contrario das anteriores,
x— 0 ficay — 0ex— Foo, fica x — Fo00.

E como fazer uma mudanga de variavel? D3 jeito incluir trés in-
formagoes:

y=x—2
Sex—=2, entdloy=ao—2—0
r=9y+2

A primeira linha é a mudanca de varidvel propriamente dita (essa inclui-
mos sempre). As duas linhas seguintes dizem-nos como escrever o limite na
nova varidvel: a segunda linha diz-nos para onde é que o y tende e a terceira
linha diz-nos que onde estiver z, temos de substituir por y + 2.

Assim, se tivermos o limite

er72 -1
lim ————
=2 x4 —x — 2

e fizermos a mudanga de variavel y = x — 2, entao ja sabemos que y — 0 e
que x = y + 2. Fica entao

€(y+2)_2 — 1
lim 3 .
y=0 (y+2)2 + (y+2) -2
e é s6 resolver.
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(1) Usando todas as técnicas que aprendeste até agora, calcula os seguintes

limites.
@ S O b ey
r—2 _ _
(b) lglm (&) zﬂrfmm
r—2 _ _
() iﬂ% ;2 s _12 (h) xEToo In(z f;)_ —2;6111(5— 1)
2c—3 1 T
@ 1y 0 i
© Jin oot () tim 207

Mudanga de varidvel? Primeiro decide qual (y = x —2). Depois, vé o
que tens de substituir (x =y+2 e sex — 2, entioy=x—2 —0).

(2) Usando todas as técnicas que aprendeste até agora, calcula os seguintes

limites.

(a) JUli)r(x)legclngc (d) mll)llloo xe

b) lim 2?1 o xyo

(b) Jim z%In (e) mll)lzlooe In(—z)
lim (2° —2z)1

(c) wg&(m x)Inx

Indeterminagio 0 x co? Transforma-a numa indeterminagio 0o/oo ou
0/0! (por exemplo, através de uma mudanga de varidvel). No fundo,
como 1/00 = 0, entdo as indeterminagioes 0 x 0o, 00/00 e 0/0 sdo todas
a mesma indeterminacdo!
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9 Truques VII: Criar constante

Na maioria das vezes, temos situagoes como

lim In(3z) ’
Tr—+00 X

em que d4 quase para fazer uma mudanga de varidvel+limite notével, sé
que dava jeito ter um 3 no denominador. Para isso, multiplicamos por 1,
mais precisamente, por 3/3. Assim, um dos 3 vai para onde nés queremos e
outro vai para fora do limite. Agora, podemos facilmente aplicar a mudanga
de variavel+limite notéavel.

Vé outro exemplo em https://youtu.be/20_yyxSq6aw?t=1010

(1) Usando todas as técnicas que aprendeste até agora, calcula os seguintes

limites.
e —1 (d) lim B i L
(a) xli%lJr - z—0 sm(—5x) xg% m
et . In(32) et —1
(b) fim —— (o) Jim = 0) 2 nza)
e 1 1n(5$) tan(2x)
]-‘ e -+ . s M _
© Jim = 0w, = W

(2) Calcula os seguintes limites. Faz isto de duas maneiras: uma, através
de da mudanga de varidvel; outra, através das férmulas de sin(2x) e

cos(2x).
in(2 tan(2 2x) — 1
(a) lim S2(2) (b) Tim 20022) (c) Tim <520 =1
z—0 X z—0 x z—0 T

10 Truques VIII: Um limite seminotavel

O limite | .
i 2+ 1)
x—0 X

calcula-se de uma maneira muito especial: através da mudanca de varidvel
y=In(z+1)

Assim, vemos que z = €Y — 1 e nds sabemos esse limite notavel. No fundo,
isto funciona porque In(x + 1) é a inversa de e¢* — 1 — dai lhe chamarmos
um limite seminotavel.

Vé este e mais exemplos em https://youtu.be/20_yyxSqbaw?t=1227
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(1) Calcula os seguintes limites.

(a) lim In(zx+1) (@) Tim In(3z +1) &) 1 In(5z + 3)
z—0 x z—0 X x—0~ X
m . In(bx +1) 2
(b) I 1 (e) lim —— (h) Tim 2 * 1
z—0 x
(c) lim n+l) (f) lim Inz +5)
z—=0+/x+1—1 z—0+ x

A mudanga de varidvel y =numerador resulta sempre! Mas primeiro,
tenta substituir!

11 Truques IX: Continuidade

Consideremos o limite

lim In(x +1).

z—0t
Quando substituimos imediatamente e dizemos que o limite é 0, o que nds
estamos a fazer secretamente é trocar o limite com a funcao, ou seja,

lim In(z+1) =In < lim (z + 1))

z—0t z—0t

Vemos entdo que isto da In(17), ou seja, 0.

De facto, este é um padrao geral: se f é uma funcdo continua, entao
podemos trocar a funcao e o limite.

E as 6timas noticias é que todas as fung¢bes que estuddmos sao continuas!
Ou seja, desde que estejamos dentro do dominio da funcao, podemos sempre
trocar a funcdo e o limite.

De facto, nés pudemos trocar a funcao e o limite apenas porque In(---) é
uma fungdo continua e porque x + 1 convergia dentro do dominio de In(- - - ).
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(1) Trocando a fungao e o limite, calcula os seguintes limites. Sempre que
trocares, indica qual é a funcdo continua que estas a trocar.

. 1 ) 4 — 23
@ (1) 0 o ()
(b) lim (Inz)?
(C) 11}5{1 /:L’Z + T—+00

1 h li (x272:1:+4)
(d) lim sin <> (b) 10"
z—+o00 Inx

li T N OT1: sin(z)/x

(e) limcos (e") (i) glﬁlg%e

12 Como calcular qualquer limite

Limites? Resolvem-se em dois passos!

(I) Primeiro, tenta substituir! E bem possivel que o limite ndo seja
indeterminacao.

(IT) Mas se for uma indeterminagao, entdo usa limites notéveis. Para
saberes o que fazer, presta atencao a duas coisas:

e para onde o x estd a tender;

e para os termos dentro do limite.

Se repararmos, todos os limites notaveis acontecem quando
x — 400 ou quando z — 0. Por isso, se o nosso limite for outro:
por exemplo £ — —o0 ou  — 2, entdo temos que fazer uma mudanca
de varidvel.

Depois, os termos dentro do limite dizem-nos quais limites
notaveis usar. Por exemplo, se envolver funcoes trigonométricas,
provavelmente usamos o limite notavel sinxz/x (por isso, também j&
sabemos que queremos x — 0). Se envolver logaritmos, provavelmente
usamos Inz/z (por isso, queremos z — +00). Se envolver exponen-
ciais, pode tanto envolver (e* — 1)/x como e*/aP, por isso temos de
perceber se é mais facil fazer aparecer e* — 1 ou apenas e® (e assim
decidir se queremos z — 0 ou z — +00). Se envolver raizes quadra-
das, provavelmente usamos um conjugado. E se envolver polinémios,
provavelmente pomos em evidéncia os monémios mais fortes.
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(1) Utilizando todas as técnicas que aprendeste (incluindo as férmulas dos
logaritmos e da trigonometria), resolve os seguintes limites.

.CE—65x

im —
z—+o00 3e3% — Inx
. 2% 0.3 o2
(b) xginoo(e 2x° — 3z7)
r—1 _ 1

(c) lim B

=1y —/x+1
(d) lim (x - g) tanx

T35
. 2 T
(e) zll)r_noo(Za: x)e
1 2
() lim 2@ E)
z—0t x
(g) lim

z—0+ x2lnz

Primeiro de tudo, tenta substituir!!!

(h) lim

cos(2x) — 1
xz—0 :l?2

) 6$—2 -9
lim ————
z—2+ T4 — 21

% 4 et — 2

lim
z—0 X

lim In x(s2in x)
z—01 T

lim tan(4x5) — sin(3x)
z—0 e —1

x
lim c

x—+oo /o + 1

Duvidas? Esclarece-as no Discord: https://discord.gg/CY5fw6ghDf 17
Erro ou sugestao? Contacta-me: mailto:geral@ricardo-ferreira.pt

Website: https://ricardo-ferreira.pt

Vé no YouTube: https://www.youtube.com/channel/UCkRcdeyQ50TWFmk7vyuzf_g

Compra o meu novo livro de exame:

https://loja.ricardo-ferreira.pt/produto/exame-matematica-a/


https://discord.gg/CY5fw6qhDf
mailto:geral@ricardo-ferreira.pt
https://ricardo-ferreira.pt
https://www.youtube.com/channel/UCkRcdeyQ50TWFmk7vyuzf_g
https://loja.ricardo-ferreira.pt/produto/exame-matematica-a/

Ricardo Ferreira

13 Solugoes

Para verificar as respostas que envolvam desenhar graficos, usa a tua calcu-
ladora gréfica ou visita:

e https://www.desmos.com/calculator (Desmos)
o https://www.geogebra.org/calculator (Geogebra)

Se o resultado de algum limite ndo coincidir com as solugdes, verifica
também em

e https://www.wolframalpha.com (WolframAlpha)

13.1 A estratégia geral

13.2 Os limites classicos

(1) (a) 400 () 0 (m) 00
(b) +o0 (h) 0
(c) +o0 (i) +o0 (n) —o0
(d) 0 (j) —o0 (0) 400
(e) —2 (k) o0
(f) 4 1o (p) —o0
13.3 Truques I: Algebra de Limites
(1) (a) 0 (f) 0 (k) 0
(b) O (g) 0 1o
(c) O (h) O (m) 0
(d) 0 (i) 0 (n) 0
(e) O (j) +oo (0) 0
(2) (a) +o0 (f) —oo
(b) —oo
(¢) 400 € 0
(@) —oc (b) —eo
(e) +oo (i) 0
(3) (a) +oo (c) —oo
(b) +oo (d) —0
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(6) (a) —
(b)
(c) 1
(d)
(e)

+ +
8 3

13.4 Truques II: Inversao

(1) (a) 1 (f) +o0 (k) —o0
(b) 3 (g) 0 1o
(c) — (h) 400 (m) —1
(d) 0 (i) 0 (n) 0
(e) 5 () o (0) +o0
13.5 Truques III: Intermediario
(1)1
(2) (a) 1 (d) 0 (g) 0
(b) 2 (e) 0 (h) 0
(c) 1 (f) 0 (i) 0
(3) (a) 1 (b) 1 (c) 1
13.6 Truques IV: Colocar em evidéncia
(1) (a) 400 (f) —o0
(b) —oo (g) +oo
(c) +o0 (h) 400
(d) +oo (i) —o0
(e) 400 (j) +o0
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(k) +o0 (o) —1/3
(1) —o0

(m) +o00 (p) oo
(n) —oo (@) —2

13.7 Truques V: Conjugado

(1) (a) O (f) —1/2
(b) O (g) —oo
(¢) —o0 (h) 1/2
(d) +o0 (i) 1/2
(e) 0 (i) -1

(2) (a) 0 (d) 0
(b) 1/2
c) —oo (e) 0

(1) (a) 1 (f) +o0
(b) 1/4 (g) +o0
(¢) 1/3 (h) +o0
(d) 1/4 (i) 1
(e) +o0 () —1
(2) (&) 0 (d) 0
(b) 0
(c) O (e) O
13.9 Truques VII: Criar constante
(1) (a) 3 (d) —1/5 (g) 1
(b) -1 (e) O (h) —=3/5
(c) 400 (f) 0 (i) 2/3
(2) (a) 2 (b) 2 (c) 0
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13.10 Truques VIII: Um limite seminotavel

(1) (a) 1 (d) 3 (g) —oc
(b) 1 (e) 5
(c) 2 (f) +oo (h) 1

(1) (a) o0 (f) 0
<(b§ o (8) +oo
(d) 0 (h) 400
(e) 1 (i) 1

13.12 Como calcular qualquer limite

(1) (a) —o0 (h) 0
(b) +o0 (i) +o0
4/3 .
4 UE
(d) -1
(¢) 0 (k) +o0
(f) —oo (1) 1/5
(g) —o0 (m) 400
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