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2.2 Propriedades das Operacgdes * ok

2.3 Identidade, Transposta, Car, TracoX * %
2.4 Inversa 1: Condensacio/Gauss Xk %k
2.5 Sistemas 2: pela Inversa *
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3.1 1x1, 2x2, 3x3 (Sarrus e Laplace) k%
3.2 nxn (Laplace e Operacdes Linha) Y % %

3.3 Inversa 2: pelo Det e Adjunta *
3.4 Propriedades (Binet e mais) * %
3.5 Sistemas 3: pelo Det (Cramer) * %
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o Espacos Vetoriais

4.1 Espago Vetorial (defini¢do)

4.2 Combinacdo Linear * Kk

4.3 Gerar, Linearmente Independente % % %

4.4 Base e Dimensdo em R” Y %k
4.5 "Peneirar” (Base com Ger./L.1.) %%
4.6 Mudanga Base 1: outras bases * %k

Algebra Linear e Geometria Analitica

0 Resumo Completo em Exercicios
e Subespacos Vetoriais

5.1 Subespacgo Vetorial

5.2 Espaco linhas, colunas e nulo/ntcleo

5.3 Base e Dimensao de qualquer Subespacgo
5.4 Intersecdo e Soma de Subespacos

e Transformacgdes Lineares

6.1 Transformacgao Linear

6.2 Representa¢do Matricial (base candnica)
6.3 Mudanca de Base 2: Transf. noutras bases
6.4 Reflexdes e Rota¢des em R?

6.5 Sistemas 4: Transformacao Linear

6.6 Nucleo e Imagem, Injetiva e Sobrejetiva
6.7 Bijetiva, Inversa e Composta

e Diagonalizacdo e Forma Canoénica Jordan

7.1 Diagonalizagio (valores, vetores proprios) k%

7.2 Forma Canodnica Jordan
7.3 Forma Candnica Jordan (exemplo longo)

0 Produto Interno e Ortogonalidade

8.1 Produto Interno ou Escalar

8.2 Norma, Angulo, Vetores e Projecdo Ortogonal % %

8.3 Base Ortonormada (Gram — Schmidt)

* *
* Kk
* Kk
* *

* k

% &k
* kK
*

* ok
* %k
* ok K
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e Outros Exemplos e Aplicacdes

%% 9-1 Espaco Polinémios Grau < 2 *
%% -2 Produto Externo (ou Vetorial) e Misto %
9.3 Classificar Formas Quadraticas *

ok @ RESUMAOQ!!!

% %% = Mais Importante
2. 8. 8.9 %= Menos Importante

8.4 Projecdo Ortogonal e Distincia a subespaco % % %

8.5 Complemento Ortogonal

*k I Links? Nos cartoes, comentarios e descri¢cdao I




Como usar este video




@ Como usar este video

1. Faz exercicios até encalhar (e corrige imediatamente)

2. S6 quando encalhares, revé a matéria

Como NAO usar?

« So ver: ver o exercicio e pensar que sabes resolver o exercicio

Como usar?

* Como Ficha de Exercicios: pausa, 1é enunciado, resolve e vé resolucao

e Como Guia de Estudo: percebe as matérias mais importantes e
procura mais exercicios (e videos) desses

* Esclarecer Duvidas: que surgem enquanto resolves outras fichas

Diferente do que aprendeste? ricardo—ferreira. pt
* Definigdes: se 0 nome é o mesmo, as definicdes serdo equivalentes (em testes, usa as definigdes que
aprendeste)

* Notagdo: nao te foques no simbolo, mas no significado por detras dele (em testes, normalmente
podes usar notacao que ndo aprendeste desde que a definas)

or onde comegar?
Se nao sabes o que procuras: continua a ver!
Se sabes o0 que procuras: vé o indice inicial e depois clica nos capitulos do YouTube




SiStemaS de E quaga eS ricardo—ferreira. pt
Lineares

1.1 Sistemas 1: Resolver por Condensac¢ado ou Eliminacdo Gauss — Jordan * * *

1.2 Classificar Sistemas * * *




Ja sei resolver

x+4y =7
x+2y=5

..mas é possivel resolver

3z =3
2x +4y + 8z = —2 ?

2x +2y+6z2=2 °®
...ou AINDA maior!?

SIM e SIM ©!




1.1 Sistemas 1: Resolver por Condensacao ou Elimina¢do Gauss — Jordan

* kK

Resolve o sistema

3z=3

L <L,

Cima

Lo L3

Cima

1

N

(e}

=

(e}

|

1
0
0]

.
0

0
1
0

=/

2
1
1

4

!

!
=
1

2x +4y +8z = -2 {x+4y:7

2x + 2y + 62 = 2 *+2y =53

(“Cima, 1 Limpa”)

: Verifica!

x.=3
y=1

4;]

Condensacao ou Eliminacao Gauss — Jordan

Cima:L; < L,

1: AL

Limpa: L; + AL,

G

SN

— 1 0

S={3B.1)}

i
0]1]1] 1-"Pivo" |

Forma escalonada reduzida por linhas

1
[l 2 ¢ ]< o[l 2 4|
1 Limpa
2 2 -2 -2l4
1
—1] () [1 2 4| L+(_2)L2 1 0 2
4 [——]0 1 1|- L_—> 0 1 1
3 0 0 3 TP lo 03
L1+(_2)L3 :1
1 0 01 X
]L—>2+.(_1)L3[0 1 0—3] y =-3
bmpa g0 101 z=1

ricardo—ferreira. pt

R
s Verifica!
3x1=3
2X14+4X(—3)+8x1=-2

2X1+2%X(—3)+6x%x1=2




1.2 Classificar Sistemas

* kX

Resolve e classifica os sistemas seguintes.
3z =3

2x+4y +8z=-2
2x +2y+6z=2

x+2y+3z=4"

Classificar Sistema
Impossivel (0 sol): 0=1
Possivel Determinado (1 sol): Todas variaveis fixas

{x+2y+3220 {x+2y+32=4

Possivel Indeterminado (oo sol): Nem todas variaveis fixas

z=1

0 0 3|3 1 0 0]1 X =1

2 4 8[-2|—(0 1 O0[-3|.Temos y = -3

2 2 6|2 0O 0 111 z=1

logo S = {(1,—3,1)} (1 sol: sistema possivel determinado)

D,

1 2 3|0 ]LZ"'( DLi[1 2 3 O] (Z) 21 2 3 0]
>

1 2 3|4 0 0 04 0 0 Ol1

x+2y+3z=0
T
emos{ 0=1"

logo S = @ (0 sol: sistema impossivel)

ricardo—ferreira. pt

ll 2 3‘4] Ly+(=3)L, ll 2 0‘1]
>
0 0 1 0

Temos

x+ 2y
z=1 z=1 ’

=1®{x=1—2y

logoS ={(1-2y,y,1): y € R}
(oo sol: sistema possivel indeterminado)




Algebra de Matrizes

2.1 Operacgoes com Matrizes

2.2 Propriedades das Opera¢des com Matrizes

2.3 Matriz Identidade e Transposta

2.4 Inversa 1: Calcular por Condensac¢do/Eliminacao Gauss — Jordan

2.5 Sistemas 2: Resolver pela inversa

* % *

*
* % X
* kX

ricardo—ferreira. pt




As matrizes fazem lembrar os
vetores (ou atée 0os numeros
reais R)...

..S€ra que as matrizes téem as
mesmas operacoes e
propriedades?

NAO, MAS QUASE ©!

ricardo—ferreira. pt




2.1 Operagoes com Matrizes * * *
: |3 0 1 4 13 2 -4
S l—4 —5]’3 =15 ale=li o Sl
Se possivel, calcula — 34, A+ B,A+ C,BC,CB,A + 2BC
_34 = _3 l 3 0 ] _ [— 1. Multiplicacdo por Escalar:
B —4 —5]" |12 15] "multiplica todos"
[ 3 0] 1 4 [ 4 4 2.Soma: "coord a coord"
A+ B = |—4 —5] + —2 1] = —6 _4] m X n sé somacomm X n
(edam x n)
[ 3 0 1,[3 2 —4] = =il
= = I
A+C = _ o 1 0 -1 Nao da!
BC = _ ] l l 7 2 _8] ricardo—ferreira. pt
__2 L == 7 3. Multiplicagao: "produto escalar, linha com coluna”
3 —41r1 4 _ m X n s6 multiplicacomn X o
CB=_1 H 1_=Naoda! (e ddm x 0)
13 0 [ 3 0 7 2 —8||Ordem das 3 Operacdes
4+ 2508 l—4 —5] e -—2 1] [ l—4 —5] i [—5 -4 7 ] Como em R e vetores

13 0 14 4 (Multiplica primeiro,
_ l—4 —5] M —10 -8 14] Dol soma depois!)




2.2 Propriedades das Operag¢des com Matrizes

Sejam A, B n X n. Usando as propriedades das operagdes matrizes:
a) Escreve matrizes C e D tal que CD # DC

b) Mostra que (A + B)? = A% + AB + BA + B?

c) Mostra que(4® + )2 = A% + 24° + |

d) Mostra que (4B)"1 = B~1471

Propriedades das Operacgoes ‘
Tudo como em R ou nos vetores, exceto AB # BA.
1]
0} :> .
0]
0.

(A+B)?>=(A+B)(A+B)=A4(A4+B)+B(A+B) = A> + AB + BA + B?

11

CD:ll 011 17 _[1
c=fy o= i @b ol =l
0 O 11

LT e

ricardo—ferreira. pt

Propriedades Distributivas
A(B+C)=AB + AC
(A+B)C = AC + BC

(AB+D?P=A3D)>+A3I+IA3+1P =4+ A3+ A3 +1=A°+24%+1

Identidade da Multiplicac¢ao /
Al=1A=A

ABY(B71A™ ) = ABB™ VA =AIA =441 =1
(4B)( ) ( ) logo(AB)™1 = p~1471
(B~1A"Y)(AB) = B~1(A~14)B = B~1IB = B~1B = |

Inversa da Multiplicacdo A~?
= A 14 =]




2.3 Matriz Identidade e Transposta, Caracteristica e Trago de uma Matriz

* kX

) Escreve I, I, e I3 (as matrizes identidade 1 X 1,2 X 2 e 3 X 3).

) Escreve AT, matriz transposta de 4 = [

) Calculacar(A),a caracteristica de A = [

T 2
) Calculatr(B),traco de B = L/g %

1 2 3

4 5 6
1 2 3

4 5 6

I =[1],1; = Ll) (1)1:13 o= [

Identidade I,

1 0 0
0o - 0
0 0 1

(Diagonal 1, resto 0)

0 1 0

100]
0 0 1

Transposta AT
"Linhas ficam colunas,
colunas ficam linhas"

il
r _ [1 . 2hNE
e _L.S 6 _g

4

Caracteristica car(4)
N¢ de pivos
(CEREI0Y))

ll 2 3] [1 0 —1]
ﬁ
4 5 6 0 1 2

car(A) = 2

#=s

2
=4

|

ricardo—ferreira. pt

Trago tr(A)

tr(A) = a1 +4 --- 4 Ann
a;; * it

paraA=| * . * ]

* X

a’TLTl

tr(B)=n+(—-1)=n-1




2.4 Inversa 1: Calcular por Condensac¢do/Eliminacao Gauss — Jordan * * *

-1
Se existir calculal . g ]_1 lg 2 _4]_1 e (1) (1) é (inversa]
’ -2 =71 11 0 -1 ¥

| Se A~ existe, entdo |A|I| - [I|A™] |

1 411 O0fL2*2L1]1 0 Li+(-4)L2 [1 0 — _4
[AlI] = S —_—
-2 =710 0 2 0
I|A
| ll 4 ]‘1 _ [—7 —4] a b __ 1 [d —b'
080 -2 =7 12 1 c d ad —bcl—c a
invertivel, ndo singular, ndo degenerada

-1

ricardo—ferreira. pt

3 2 —4 B el A1 s6 pode existir para
1 0 -1 HETO X! matrizes quadradas n X n
L3+(=2)L, .
11 11 0 0P 1 1 0 0], [t 1 01 -1/3 0 b
[AlI]=]0 0 3]0 1 Of———|0 O 10 1/3 0|——|0 0 1[0 1/3 0| #[11A7"]
2 2 210 0 1 0O 0 o0l-2 0 1 0 0 O0l-2 0 1
1 1NEShI nio invertivel ————
logo|0 0 3| ndoexiste! singular [AlI] - [I|A™]: A7 existe
r ) degenerada [A]I] = [£] *]: A1 ndo existe




2.5 Sistemas 2: Resolver pela inversa *

o 0 31¢ -4 -3 6 3z =3
Sabendo que [2 4 8 - 3 —2 3 —=3],resolve{2x +4y+8z=-2.
2 2 6 2 0 0 2x+2y+6z=2

Sistema na forma de matriz Ax = b:
ay1X1 + -+ a1pxy = by ap A1n ] [*1
Amnl LXn

Am1
0 0 3 Sistema pela inversa |
IZ 4 8” ] [ ] Se A~ existe, entio
2 AX=b e %=A"1D
0 0 3] [O 0 3] x] 0 0 3]_1 [ 3 ] ricardo—ferreira. pt
&2 4 8 2 4 8l|lyl=1|2 4 8 —2
2 2 6 2 2 6llz 2 2 61 L2
x] 1[4 -3 61][3
MHEE [_2 > i _22] Verifica!
X 1 3x1=3
e |y =[_3] S={(1,-3,1)} 2x14+4%x(—-3)+8x%x1=-2
¥ 2X14+2X(-3)+6Xx1=2




O Determinante

3.1 Calcular determinante 1x1, 2x2, 3x3 (Regra de Sarrus e Teorema de Laplace) * * *
3.2 Calcular determinante n X n (Teorema de Laplace e Operacdes Elementares) * * *

3.3 Inversa 2: Calcular pelo Determinante e Matriz Adjunta *
3.4 Propriedades do Determinante (Teorema de Binet e outras) * *
3.5 Sistemas 3: Resolver pelo Determinante (Regra de Cramer) * *

3.6 Usos do Determinante: Verificar Matrizes Invertiveis e Calcular Areas e Volumes * *

ricardo—ferreira. pt




Vimos que

[a p7t _ 1 [d —b]
c d ad —bcl—c a

Este ad — bc € mesmo suspeito...

..sera que ha formulas parecidas
para matriz 3 X 3,4 X 4 e maior?

SIM ©)!

ricardo—ferreira. pt




3.1 Calcular determinante 1x1, 2x2, 3x3 (Regra de Sarrus e Teorema de Laplace)

* kX

=1Xx18—-0—-—1x%x18=0

1 4 SI 2
Calcula [—1], ‘ 1 4 3 |(determinante)
-2 0
1.0 -1
Determinante: Escolhe um niimero de cada linha e coluna da matriz a b c
multiplica-os e da-hes sinal + ou — (de acordo com uma certaregra). |d e f
Soma todas estas possiveis multiplicacoes e tens o determinante! g h i
I-1] = -1 K=k
Y=o o (=
Regra de
1 4 Sarrus d
Y
5 72 _3 = (aei + bfg + cdh) — (ceg + afh + bdi)
1 4 3|=(-20+6+0)—-(—-12+0-2)=0
1 o (OBl
5 2 -3
2 —3‘ ‘5 —3‘ 5 2
= +1 X — 0 X —1) X
1 e 3 |=vaxfp F-ox [l SFeenxi g

ricardo—ferreira. pt

Teorema de Laplace/Expansao em Cofatores|
1. Escolhe a linha/coluna com mais zeros
2.Para o 12 n? dessa linha/coluna:
a. Conta+,—,+,— (do a;; até esse n?)
e escreve o Ultimo sinal
b. Escreve esse nimero
c. Multiplica pelo determinante da matriz
que ignora essa linha e coluna
3. Repete o ponto 2 para os outros nimeros
[essa linha/coluna




3.2 Calcular determinante n X n (Teorema de Laplace e Operacdes Elementares) * * *

Teorema de Laplace/Expansao em Cofatores
1. Escolhe linha/coluna com mais zeros
2.Sinal, Numero x DeterminanteO

Resolucao 1

Ly+(=1)Ly A- N: Normalizada: det(I) =1
12 =1 20, 12 =12 Ly, + kLy: |N| = |A| Multilinear
1 4‘ 3 3 L4-+(;2)L1 O 2 4 1 La PN Lb: |N| - _|A| Alternada
2 1 -1 4 0 -3 1 0 e —
operacoes de coluna!
2 0 2 2 4
=110 2 —1l=4+1x - (—1) X ‘ =6+ 14 = 20 ricardo—ferreira. pt
— 1 -3 1
-3 1 0
Resolucao 2 Resolucao 3
P12 -1 2 12 -1 2| |5 . 0 O
Lyt3L, 22 0 1 2 1/2 Ly+(=7)L3 22 0 1 2 1/2 = 22x5 0 1 (1) 0 -
r o 0 1 -1/2 0 0 1 -1/2 8 8 3 (1)
0 O 7 3/2 0 0 0 5
=22 x (1x1x1x5)=20 [SeAsoétem zerosacima ou abaixo da diagonal principal, entdo

det(A) = aq1 X ar- X oo Apn




3.3 Inversa 2: Calcular pelo Determinante e Matriz Adjunta

*

0 0 3
Seja A = ‘2 4 8\ .Calcula A~ pela formula A~ = det(A) adj(4).
1. det(4) ) 1
1 dj(A
O . ‘ det(A) I ‘
2 4 8|=3x[; J|=3x(-4=-12f, e e
2 2 6 c _d ad —bcl—c a
2.adj(A) [, (4 8 _1|2 8 2 4
T2 6 2 6l Tl 2
0 3 0 3 0 0 S e
cof(4) = |- + - =6 -6 0
2 6 2 6 2 2 o
L0 3] _[0 3] L0 0O
" 14 8 2 8 2 4]
.~ [8 4 -4 [8 6 12
adj(4) = (cof(4)) =6 -6 0| =[4 -6 6
12 6 0 —4 0 0
=
3.4 1 [ 8 LR —-2/3 -1/2 1
e adjd))=—=|4 -6 6|=|-1/3 1/2 -1/2
det(4) 12l 4 0o ol (13 0o o0

ricardo—ferreira. pt

Matriz Adjunta adj(A)
adj(4) = (cof(4))"

Matriz dos Cofatores cof(4)
Pega na matriz A e substitui
cada Numero pelo seu Sinal X
Determinante do Teorema de
Laplace




3.4 Propriedades do Determinante (Teorema de Binet e outras) * *

ejam A, B duas matrizes 2 X 2,com det(4) = 3 edet(B) = —2.
alcula det(4B),det(4%B),det(54),det(A™1), det(AT),det(4BTA™3)

Teorema de Binet ‘

det(AB) = det(A4) det(B)

(Podemos tirar poténcias para dentro e para fora)

det(AB) = det(A) det(B) =3 X (—2) = —6

det(A%B) = (det(4))? det(B) = 32 x (—2) = —18

5 0 Para A : : _ :
det(54) = det [ - 5] det(4) = 52 x 3 = 75 det(kag iy det(4) ricardo—ferreira. pt
N 1
det(4™1) = (det(4))~! = 371 =% det(A~1) = (det(4))™" | | det(4A™) = det(A)
det(AT) = det(4) = 3 | det(4AT) = det(A)
RY

det(4BTA73) = 42 det(B)(det(4)) ™3 =42 x (—2) X 373 = —>




3.5 Sistemas 3: Resolver pelo Determinante (Regra de Cramer)
( 3z =3
Usando a regra de Cramer, resolve o sistema {2x + 4y + 8z = —2
(2x+ 2y + 62 =2

1.det(A) 0 0 3][x 3
0 0 3 2 4 8l|y|=1|-2
2 4 8/=3%x(—-4)=-12 2 2 6llz 2
2 R S ={(1,-3,1)}
2.det(4;) /det(A S ALSE

(3‘)/0 ?E ) Verifica:{2x1+4x(—3)+8x1=—2

L A 1Z><1+2><(—3)+6><1=2

X8+4+3x(— —

X = : 122 ol 1 = 17 =1 ricardo—ferreira. pt

0 3 3 Regra de Cramer

2 _2 8 Seja An X n,comdet(A) # 0.

2 2 gl —3x(-4)+3x8 36 Entdo A% = b tem solugdo = (xy, ..., X,), cCOM
y = = = = -3 det(4;)

—12 —12 —12 i L .
X = ; i=1,..,n

0O 0 3 det(4)

2 4 -7 onde A; é a matriz obtida a partir de A ao trocar
, — 12 25 . 3x(—4) -12 1 a sua i — ésima coluna por b.

N —12 T —12 = Estratégia: Primeiro, det(A4).Depois, det(4;) / det(4).




3.6 Usos do Determinante: Verificar Matrizes Invertiveis e Calcular Areas e Volumes

|Verifica sed = [3 1 ] eB = [3 1] sao invertiveis.
Q__—2 Q_0

14 invertivel & det(A4) # 0|

3 1|_ ,

0 _2‘ = —6 # 0 (Invertivel)
3 1| _ - ,

0 0‘ = 0 (Nao invertivel)

Calcula a area do paralelogramo definido pelos vetores:

) v =30 ev; = (10)

: 13 1. 1

Seja A = [0 _2].
AParalel(v—{r v_2>) = |det(A)| =|-6| =6 -
3 11, 1

SejaB = ;
eja 0 0

Aparaiet(v1,7;) = |det(B)| = 10| = 0

ricardo—ferreira. pt

Volume n — dimensional

VParalel(v_l): :v—n)) = |det(4)]
I

onded = |v; - 7,

T -
R: "Comprimento”

RZ%:"Area" v
R3 R% ...:"Volume" 5




Espacos Vetoriais

4.1 Espaco Vetorial (s6 definicdo)

4.2 Combinagdo Linear * *
4.3 Conjunto Gerador e Conjunto Linearmente Independente (defini¢do) * * *
4.4 Base e Dimensdo em R"(defini¢cdo) * * *

4.5 "Peneirar” (Base R" a partir de conjunto gerador ou linearmente independente)* * *

4.6 Matriz Mudanca de Base 1: Coordenadas noutras Bases * *

ricardo—ferreira. pt




Para calcular volumes pelo
determinante, imaginamos que
as linhas ou colunas da matriz

eram vetores...

..Sera que usar esta perspetiva
noutros contextos
nos leva a algum lado?

SIIIIIM ©!

ricardo—ferreira. pt




4.1 Espaco Vetorial (s6 definicao)

Espaco vetorial V
Espaco onde podes somar e multiplicar por escalares
sem problemas.

Exemplos

1. R" . .
2. {Fungﬁes f: | ]R} ricardo—ferreira. pt
3. P,={a+bt+ct’ab,c€ER}

(tudo com soma e multiplicagao por escalar usuais)




4.2 Combinacdo Linear (definicdo)

onsidera, em R?, 0 conjunto U = {(1,2), (3,6)}

) Mostra que o vetor (—4, —8) é combinacao linear dos vetores de U
) Mostra que o vetor (1,3) ndo é combinacdo linear dos vetores de U

E combinacao linear

Queremos que x [1] +y lgl = l_ﬂ ou seja ll 3] lx] = l_ﬂ
2 6 —8]’ 12 6]y —8
tenha solucao.

l 4] Lo+ (=D)L l 4] . {x +3y = —4
,ou seja, 0=0 .

= {l 33; 4] y € IR%} Tem solucao, como queriamos.

ricardo—ferreira. pt

Nao é combinacdo linear

Combinacao Linear

b
Queremos que x B] +y lzl = B] ,o0u seja, B 2] [yl = B] nao tenha solucao. - x, v,

[ 1] L2+( 2)L4 l 3 1] Li+(-1)L; [1 ] '
- ol1 , 0U S€ja,

{x gy = O.S = @. Nao tem solucdo, como queriamos.

0=1

Na forma de matriz Ax:

T
G+ g = (7 |




4.3 Conjunto Gerador e Conjunto Linearmente Independente (defini¢cdo)

* kK

a) Verificase U = {(1,1),(2,2), (0,1)} gera R? ‘
b) Verificase U = {(1,1),(2,2),(0,1)} é linearmente independente

Gerar R?

Resolvemos 1 2 1 I] [

[1 2 0 b1] Li+(-1)L, by ]
1 2 1lby 0 0 1lby
S ={(by —2y,y,b, — by):y € R}

Tem sempre solucio, por isso U gera R2.

Linearmente independente

54
Resolvemos H ; (1)] [y] = [8]

1 2 0 0] Li+(=1)L [1 2 0|0]
1 2 110 0
S ={(-2y,y,0):y € R}

A solucgdo (0,0,0) ndo é unica, por isso
U nao é linearmente independente.

ricardo—ferreira. pt

{v{,...,v,} geraV
Qualquer b € V é comb. linear de v, ...
& X,V + -+ x,V, = btemsol Vb € V

& A% = btemsol Vb € V

—
» Un

{v{, ..., v, } linearmente independente

& A% = 0 tem tnica sol (0, ..., 0)

—_— —_—> = = 7 =
Ovq + ---+ 0v,, Unica comb. linear que da 0
& x,v, + -+ x,v, = 0 tem Unica sol (0, ...,

0)

Linearmente Dependente

"Nao é linearmente
independente”

Rapidinha [1 2 0]Lt+DL [1 2 0]
1 2 1 0 0 1
Gerar R™: "Todas as linhas tém piv6" Linearmente Independentes: "Todas as colunas tém pivo"

Todas as linhas tém pivd por isso U gera R* Nem todas as colunas tém pivo por isso U ndo é linearmente independente



4.4 Base e Dimensdo em R" (defini¢do) * * *
a) Verificase {(1,2),(0,1)} é uma base de R? e determina dim(R?).
b) E imediato que {(1,2)} ndo é uma base de R%. Porqué?

¢) Eimediato que {(1,2),(0,1),(1.1)} ndo é uma base de R2. Porqué?

Base 1 0 L1+( DL [1 {v{,..,v,} Basede V
[ 0 1 1.GeraV
2.E linearmente independente
1. Todas as linhas tém pivo, por isso gera R?. Base de R"
2. Todas as colunas tém pivd, por isso € |Todas as linhas e colunas tém pivo

linearmente independente

Logo é uma base de R2. Dimensao de V: dim (V)
Numero de vetores

Dimensao de qualquer base de V. ricardo—ferreira. pt
R? tem base de 2 vetores, (Todas as bases de V

ou seja, dim(R*) = 2 tém o mesmo n? de vetores) Base Can()nica de R™
dim(R?) = 2, mas {(1,2)} tem 1 vetor. []

(nunca pode gerar) _0]

dim(R?) = 2, mas {(1,2),(0,1),(1.1)} tem 3 vetores. [1 0 0 dlm (Rn) AL
(nunca pode ser linearmente independente) 0 1 —1]

dim ({0}) = 0




4.5 "Peneirar” (Base R" a partir de conjunto gerador ou linearmente independente)* * *

a) Sabendo que U = {(1,2), (3,6), (1,3)} gera R?, escreve uma base
de R? que sé contenha vetores de U

b) Escreve uma base de R? que contenha o vetor (1, —1).

Base a partir de conjunto gerador (“peneirar”)

I .
1. Eliminacdo Gauss-Jordan em [v_l’ TR V¢
I

2. Escolhe os V; que correspondem as colunas com pivd

Peneirar ndo muda o espaco gerado

[1 3 1] Ly+(=2)Ly ll 0 1] Li+(=1L, [1 0 0]
- —_—
2 6 3 0 0 1 0 0 1 ricardo—ferreira. pt

logo {(1,2), (1,3)} é uma base de R?

Ao (1,—1),juntas a base canénica e peneiras tudo:

1 1 0]iztlaf1 1 O Li+(-DL;[1 0 —1] |Base a partir de conjunto linearmente independente
| lo 1 1] 0 1 1 ]' Junta-lhe a base canonica e peneira tudo!

logo {(1,—1),(1,0)} é uma base de R?




4.6 Matriz Mudanga de Base 1: Coordenadas noutras Bases

Beja B = {(1,1),(1,2)} uma base de RZ,

a) Calcula, na base candnica, o vetor que na base B tem coordenadas (2,1).

b) Calcula, na base B, o vetor que na base canonica tem coordenadas (2,1),

c) Usando a matriz mudanca de base apropriada, calcula, na base
canonica, o vetor que, na base B, tem coordenadas (a, b).

d) Usando a matriz mudanca de base apropriada, calcula, na base B, o
vetor que, na base canoénica, tem coordenadas (a, b).

Significado de Coordenadas — - SR .
BC/] =x><[(1)] +)’><[(1)] =x><[1]+y><_2_=[1 2”}/]=Lc+2y
& 5 B

Z]B s & [(1)]B X [g]B = 25 ﬂ i L X [;] B i ricardo—ferreira. pt

ﬂ _ 3 [ﬂ +(=1) x B] MB 3 % l(ﬂB +(=1) x [(1)]B _ [_31]B Matriz que muda BallseB| par? Canodnica

al _[1 1y1a1 _[a+b Mcep=[b; - by
Mces -b]B Ll 2] [b]B “la+2b |
(B = base {b_{ ---,E{},C = base Canénica)

Mg ¢ Z] = |4 2] [b] = | _1] [b] [22:_ bl Mudanga contréaria: Mg = (M) ™?



Subespacos
vetoriais

5.1 Subespaco Vetorial (defini¢ao)
5.2 Espaco linhas, espaco colunas e espaco nulo/nucleo
5.3 Base e Dimensao de um Subespacgo

5.4Intersec¢do e Soma de Subespacos

* Kk
* X X
* X X
* k

ricardo—ferreira. pt




Ja investigamos bem os
espacos vetoriais R" ...

..Mas sera que

existem outros espacos
vetoriais DENTRO de R™"?

SIM ©)!

ricardo—ferreira. pt




5.1 Subespaco Vetorial (definigdo)

Verificase W = {(x,y) E R%:x +y =0}, U = {(x,y) E R®:x +y = 1}
sdo subespacos de R?.

Subespaco vetorial W
* Subconjunto nao vazio de um espago vetorial
« kv eW
c U+ TV EW (u,v € W,k € R)

« W é subconjunto nio vazio do espaco vetorial R? ((0,0) € W)

Sejau = (uy,uy) EW,v= (v, v,) EWe k€R U+ kvew
(entdou; +uy; = 0evy + v, = 0):

* kv = (kvy, kvy) w kv, + kv, = k(v + v,) = 0,logo kv € W ricardo—ferreira. pt

c U+ U= (u+vy,uy +vy) W uy +v; +u,+v,= (uy +uy) + (v, + v,) = 0,logou + v € W
W é subespaco de R?

U é subconjunto nio vazio do espago vetorial R? ((0,1) eU )
U nao é subespaco

Sejau = (uy,uy) €U, v = (v, v,) EUe k € R(entdou, +u, =lewv, +v, = 1):
de R?

« kv = (kvy, kv,) w» kv, + kv, = k(v, + v,) = k,logo, por exemplo, 2v ¢ U




5.2 Calcular base e dimensao do espaco linhas, espaco colunas e espaco nulo/nl'lcleo* * *

Is 0 0 2 4
ejadA=11 1 1 2].Calculauma base e a dimensao:
0 0 4 8

a) do seu espaco linhas L(A)
b) do seu espaco colunas C(A)
c) do seu espaco nulo ou nicleo N(A)

‘ Espaco Linhas L(A) ‘ Espaco Colunas C(A)
L(A) = L{L;., -, Ly} CA) = L{Cy., -, Cpl
Gerar: v’ Gerar: v’
Lin.indep. (peneirar): " , _
0 1 0 1 0 2 bbb (frensi)! ricardo—ferreira. pt
0O 0 2 4 1 1 0 0
0 1 0 0 1 0
- 1 11 2|-(0 0 1 2
2 0 080 0 0 4 8 0 0 0 O
4 2 8 0 0 O
0] [1 T 1
_ )01 |1 Subespaco gerado por {v,, -, 71, }
Base L(A) = ) — . ot e L »"n
@ 21|11 Base G {[(1)]'[1]} L{vy, -, v} = {x,0, + -+ x,v,: x; ER}
4] 12 dimcaEs

dimL(4) = 2



5.2 Calcular base e dimensao do espaco linhas, espaco colunas e espaco nulo/nl'lcleo* * *

0 0 2 4

ISejaA=
0 0 4 8

a) do seu espaco linhas L(A)
b) do seu espaco colunas C(A)
c) do seu espaco nulo ou nicleo N(A)

1 1 1 2] .Calcula uma base e a dimensao:

0 0 2 4 11 0 O
111 2|—-|0 0 1 2

0 0 4 8 0O 0 0 O
% 11 0
Gerar: N(4) = N(fer(4)) =4[’ | € R*:|0 1
iy 0 0 0
X1
=32 e R*: %, = —xy, x5 = =2
X3 1 2,43 4
X4 }
Lin.indep (peneirar):
-1 0 1 0
1 0 - 0 1 Base N(A)Z
0 -2 0 0
0 1 0 1 dimN(4) =2

1
0
0

-1 0 ]
1Ho
0||-2
0 1 |

[ X1 0

X201 _ |0

X3 0 - cardo—ferrei

_X4 0 ricardao—ierreira. pt
X2 =1l 0 —1
X2 4\ _ 1 0 4 _ 1

_2X4 (S R — xZ 0 + X4 _2 € R e L 0 7 _2
X4 0 1 0

Espaco Nulo/Nucleo N(4) "Basta ver fer(4)"

N(A) ={% e R™: A% =0} | N(4) = N(fer(4))

"Operacoes de Linha nao mudam N(A4) (nem L(A))"




5.2 Calcular base e dimensao do espaco linhas, espaco colunas e espaco nulo/nl'lcleo* * *

Is 0 0 2 4
ejadA=11 1 1 2].Calculauma base e a dimensao:
0 0 4 8

a) do seu espaco linhas L(A)
b) do seu espaco colunas C(A)
c) do seu espaco nulo ou nicleo N(A)

0 0 2 4 1 1 0 O
1 11 2|—-10 0 1 2

O =

Rapidinhal! 0 0 4 8 0 0 0O
Base Espaco Linhas L(A) Base Espaco Colunas C(A)
Escolhe as linhas com Peneirar ricardo—ferreira. pt
pivo (vé as colunas com pivo e escolhe y
as respetivas colunas de A) Base Espaco Nulo/Nucleo N (4)

11 10 - 1.Colunas sem pivo: n? de vetores e mete /

_ )11 10 -

Base L(A) = ol 3 Base C(A) = {[1] ’ [1]} 2.Vetores resolvem fer(4)% = 0

o] [2 ol L4 ] l ]

dim L(A) = 2 dim C(4) = 2 = car(4) = Base N(4) = l

"Operacgdes de Linha ndo mudam N(A4) dim(L(A)) =dim(C(A4))
nem L(A). Mas mudam C(A4)!" dim(L(A4)) + dim(N(A)) = n® colunas 4 | 4im N(A) = 2

0




5.3 Calcular Base e Dimensao de um Subespacgo * * *

Calcula uma base e a dimensao dos subespacos
U=L{A1D 220} e W={(x,y,7z) ER}:y—z=0].

‘ Base de Subespaco? ‘
Escreve como C(4) ou N(4)

C(A) ouN(A): U = L{[l] [;]} =t H Base de L{v{, -+, v, }?

L,+(-1)L
Base C(A) (peneirar): [1 ;] =z 3 l(l) (2) Base de C(A)!

Base U = {[J},logo dim(U) = 1.

ricardo—ferreira. pt

X
C(A) ouN(A):W = { yl € R3:[ [ } = 0} —1]
“ Base de {x € R: egs. }?
Base N(A):N[0 1 —-1]=N[0 1 -1]= L{[ ] [1 } Base de N(4)!
ol 11

Base W = {

17 [0
O‘ , [1‘},10{;0 dim(W) = 2.
01 L1




5.4 Calcular Base e Dimensao da interse¢do e soma de Subespagos

Calcula uma base e a dimensao dos subespagos seguintes.
1 1 1 1
R=N[0 1 -1]nC|1 0‘, S=N[0 1 —-1]+C|1 0‘
Q1 Q1

Se U, W sao subespacos, ha subespacos:
U+W:={u+w: uelUweW}
UnW :={v:v€EUNA U EW}

N facil com N(A):junta linhas (eqs)'
+ facil com C(A):

Passar C(4A) - N(A)
Coordenadas Especiais — Equacoes

junta colunas (v;)!

1.Mesma 11 1 1 ; a+b .
lingua: C|1 0|={alt|+b|o[eR} =1 a |eR?=
0.1 0 1 n

x
y

|

X
eR3:[1 -1 —1][

|

X

y

E]R3:x=y+z}
z

|

_1]

ricardo—ferreira. pt

Z
0 1 |:> Base R = dim(R) =1
2.Basen: R = N[ _1 = N[ { ” (R) = UUW :={#hveUv veW)}
Passar N(4) — C(A) nem sempre é subespa}f;o
1. Mesma N i -
i N[0 1 = /i 0 : 1 =C 0 1 BasedeN(A)! :
ingua: ol 11 0 17 [0] 1 I R
1 0. SIN T 01 1] (10 0 Basesz{[o,l,H}, b |
2.Base+: S=C|0 1 1 0}, 0O 1 1 0 0 1 O E> ol 111 Lo
S O I | 0O 1 0 1 0 0 1 —1 dim(S) = 3

"Sabes para C(A) e N(A) = Sabes para qualquer subespaco! "

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U n W) |




Ax :
Resumo!| R3 antes ~+R3 depois

ol P

N(A)

ricardo—ferreira. pt

dim(L(4)) =dim(C(A))
dim(L(A)) + dim(N(A)) = n? colunas A




Transformacoes
Lineares

6.1 Transformacgdo Linear

6.2 Representacdo Matricial na base canénica

6.3 Matriz Mudanga de Base 2: Transformag¢des Lineares noutras bases
6.4 Representacdo Matricial de Reflexdes e Rotacdes em R?

6.5 Sistemas 4: Equacdo com Transformacao Linear

6.6 Nucleo e Imagem, Injetividade e Sobrejetividade

6.7 Bijetividade, Inversa e Composta

* %
* %k
* Kk k

* &k
* %k
* %k *

ricardo—ferreira. pt




Ax é uma funcio ...

.. Sera que conseguimos
definir um tipo de funcoes
com as mesmas propriedades
que a funcio Ax?

SIM ©)!

ricardo—ferreira. pt




6.1 Transformacgdo Linear (defini¢do)

Diz se as fung¢des seguintes sao transformacoes lineares.
2) T:R? > R%T(x,y) = (x+y,—3y)
b) T:R3>R3, T(x,v,2) =(z, x, v+ 1)
ransformacao Linear Funcao que preserva mult. por escalar e soma:
T(k) = kT(D)
T(i+v)=TW)+T(V)
Sejau = (uy,u,) ER%, 0= (v, v,) ER?e k €R.

r69) =7 () = () <[]

kT (%) = kT ([Zﬂ) k: :”iivfz]

=) Uq U]\ u, + v, l) lul + v, +u, + vzl ricardo—ferreira. pt

e )=r <[“Zl D . <[”2 T ve —3u; 30, :) T(d + kv) = T(@) + kT(V)
— . Uuq Uuq S Uu, Vq = (%)

T(u) = ([uz ) i T( l) l —3u, l l —3v; l

E transformacio linear

.= 3 = 3 ~ .
Sejatl = (uy, up,uz) ERY,V = (v, 15, v3) ER°e kER NAO E transformacio

(2] kv, kv, U3 kvs linear
Tkv)=T (k v ) =T\ [kv2| | =] kvi |b kTW) =k| V1 (=] kv (porque, por exemplo,
Vs - kv, + 1 v+ kv, +k T(3%) # 3T (%))



* kK

Seja T: R? - R? a transformacao linear T(x, y) = (x + y, —3y)
Calcula a representacdo matricial de T na base canoénica {(1,0), (0,1)}

6.2 Representagdo Matricial de uma Transformacdo Linear na base candnica

Tenho T, quero A (representacao matricial)

N
A=|T(by)) T(by)

| | |
(onde T(X) = AX na base {b_l), ,b_n)})

7(lo]) =150l = L)
’ ([(1)]) 03+><11 [_3] Verifica!

:l —3] )}

Il> ~3

ricardo—ferreira. pt

0 -3

LSeja T:R? - R? a transformacdo linear representada por ll
screve a expressio que define T, na forma T(x,y) = (-:-,-:+)

l na base canodnica.

(D=1 ZlBI=15,

,ouseja, T(x,y) = (x + y,—3y)

Tenho A, quero T
T(x) = Ax? Multiplica!




6.3 Matriz Mudanca de Base 2: Transformagdes Lineares noutras bases * * *

LSeja T:R? - R? a t.linear representada por [(1) _13l na base canodnica.

alcula a representacdo matricial de T na base {(1,1), (1,2)}.

Matriz que representa T na base B
Ap = Mp cAcMccp

(A e A- representam T nas bases B e candnica, respetivamente)

1 11
y MC<—B — _1 2_
1 177 12 -1 2 -1
* Mpec = i =
12 ! l_l 1 ] l_l 1 ] ricardo—ferreira. pt
* Ap = MpcAcMcep - P o
: - 2 —1 -1 1 ]ll 1 atriz que muda ellse lparla danonica
-1 1110 =311 2 — .

- M(_::b bn
_ [ 202 3] .y |

-1 111-3 -6

(B = base {b_{, ---,b_T{},C = base canénica)

_ [ o Mudanca contraria: My = (Mc5) ™!

-5 —9]



6.4 Representacdo Matricial de Reflexdes e Rotacdes em R?

LSeja T:R? - R? areflexdo de eixo y = 2x.

alcula a representacido matricial de T na base canodnica.

1.Base Simpatica 4

[_Z] 1. Escolhe uma base simpética
1 1] 2. Escreve a matriz de T na base simpatica
- > B- Muda a matriz para a base desejada

g
‘e
‘e
.
‘e
.
.
.

Seja B a base {(1,2),(—2,1)}

.Matriz de T na base simpatica

([3,) =L, B =[]+
r([0) == =%, =x[,]+v[]

ricardo—ferreira. pt

1 o
AB_[O —1]

3

o=} F =4 2

.Matriz de T na base desejada (mudanca)

M., = B _12] [cos@

sen 6

Matriz Rotacdo 6, Centro (0,0)

|

—sen 6
cos @

cos @
sen @

I R |

P Ty e | RN Y [ e e e [ e

—1

4/5 3/5




6.5 Sistemas 4: Equacdo com Transformacao Linear

* kK

Sejam T: R3® - R3 a transformacio linear definida por
T(x,y,z) = (3z,2x+ 4y +82,2x + 2y + 62)
Resolve, em R3,a equacio T(x,V,2) = (3, —2,2)

X 0 0 3
Na base canonica: T | |y 2 4 8
Z 2 2 6
0 0 31[x 3]
Resolver:|2 4 8||v|=]-2
2 2 611z | 2
3] 3 1 0 0] 17
8|1-2—>10 1 0|-3
2 O 0 111
S = {(1,—3,1)}
Verifica!

dl

1

3x1

1
_3D= 2X1+4x(—3)+8x%x1|=
2xXx1+2x(—-3)+6x%x1

I

3

=
2

T(xX) = Ax

(ap6s escolheres uma base)

T(X) = b?
Resolve AX = b

v

ricardo—ferreira. pt




6.6 Nucleo e Imagem, Injetividade e Sobrejetividade de uma Transformacdo Linear * * *

Seja T: R3 - R? a transformacio linear T(x,v,z) = (x,x + y + 2)
a) Calcula uma base do nucleo N(T).T é injetiva?
b) Calcula uma base da imagem Im(T). T é sobrejetiva?

Nucleo N(T) Se T(X) = Ax:
N(T) = {2 eV:T@) = O}IN(T) = N(A),|| m(T) = {b e W:T(Z) = b}
T Injetiva Im(T) = C(A)
T(x) = b tem < 1 sol.
N(T) = {0}
(0 vetores base) X 1 50
(b))t 2 9k
Z
1 0 0 ll
1 1 1 0 1 1

O )
Base N(T): {[-1‘ :
1 1

0
N(T) ;t{ 0
0

} : nao injetiva.

Imagem Im(T)

T Sobrejetiva
T(X) = b tem > 1 sol.
Im(T) = Espaco Todo

(Max vetores base)

Base Im(1): {[ ], 7]}

Im(T) = R?: sobrejetiva.

ricardo—ferreira. pt




6.7 Bijetividade, Inversa e Composta de uma Transformagdo Linear * * *

Sejam T: R? - R? e S: R? > R3 as transformacdes lineares definidas
or T(x,y) = (x+y,y)eSCx,y) = (x,x +y,x)

a) Mostra que T é bijetiva e calcula a sua inversa T ™1

b) Calcula a compostaSeo T

([xl) _ ll 1] [xl Bijetiva (Injetiva e Sobrejetiva)
T - - - -
y 0 1l T(x) = b tem 1 sol Vb
1 1 1 0 N(T) = {0} e Im(T) = Espaco Todo
lO 1] l ] Inversa T 1
N(T): 0 vetores (injetiva) . e 7_"(1x)_)= = eil;ao
Im(T): 2 vetores (sobrejetiva) Hetva: r—(x)=4
1 11 1x 111 111x 1 111x X~y ricardo—ferreira. pt
e ()~ 14 21611 615
W 0 1 y 10 111 0 11 Y
O rx
(IYD 1 l)’_ CompostaSoT
0. Se S(xX) = Ax,T(X) = BX, entdo
)] 1 N >
X X SoT(x) =ABx
wqyl)=[1 0 O E
1 O 1 x+y




| | T(x) = Ax :
Resumoi| R3 antes — 0 =A%, R3 depois
T71(X) =A%

T(x) = Ax

Mymw— m(T)

ricardo—ferreira. pt

N(T) = N(4)

dim(L(4)) =dim(C(A))
dim(L(A)) + dim(N(A)) = n® colunas A
dim(Im(A4)) + dim(N (7)) = n? colunas A




Diagonalizacao e Forma
Canonica de Jordan

7.1 Diagonaliza¢do de Matrizes (Valores Prdprios e Vetores Proprios) * * *
7.2 Forma Canonica de Jordan * *

7.3 Forma Canoénica de Jordan (exemplo longo) * *

ricardo—ferreira. pt




Se podemos escolher a base de
T que nos da mais jeito (para
ter um A facil de trabalhar)...

.. sera que T tem sempre uma
base em que A4 é diagonal? icardo—ferreira.pt

NAO, MAS QUASE ©!




7.1 Diagonaliza¢do de Matrizes (Valores Préprios e Vetores Proprios) * * *

erifica se [1 ] l ] lo 0 ]sao diagonalizaveis em R.

ara cada matriz diagonalizavel 4, determina uma matriz mudanca de
ase M e uma matriz diagonal D tal que D = M~1AM

Matriz A Diagonalizavel
Existe matriz invertivel M e matriz diagonal D com

1. Valores Préprios D=M1AM

u _|1-4 O T N A, B Semelhantes
det(A—21) = | L=a-wr-1=22-22 (4 f Semehant
det(A— D=0 1(1-2)=021=0V1=2 B =M~'AM
("representam
2.Vetores Préprios socsren T o
A=0:N(A—AD =N [1 —N [ ] 1]} bases diferentes") ricardo—ferreira. pt
1 Estratégia
A=2:N(A—A) =N [—1 ] _ N [1 l 1.Valores proprios: zeros de det(4 — Al)
3 MeD r -1 2.Vetores proprios: bases dos N(4 — AlI)
' 1 1 3.M e D: M base de vetores proprios,
LogoM = M¢p = [ 1 1] eD = [0 7 D diagonal de valores préprios
Valores e vetores proprios

Verifica: M—1AM = — 1[ 1 _1] [1 117-1 1] i lo 0] _D Se Ax = 1%, ou seja, (4 = Alx = 0,entdo

2 2 A é valor proprio e X = 0 é vetor proprio.




7.1 Diagonaliza¢do de Matrizes (Valores Préprios e Vetores Proprios) * * *

erifica se [1 ] l ] lo 0 lsao diagonalizaveis em R.

ara cada matriz diagonalizavel 4, determina uma matriz mudanca de
ase M e uma matriz diagonal D tal que D = M~1AM

Polindmio Caracteristico p(A): det(4 — AI)

Multiplicidade Algébrica ma(4;): N2 de vezes que A; é zero de det(4A — Al)
1. Valores Proprios

1-21 0

A=) = = (1 — 1)?
det(4A — AI) 3 12 1-21
det(4 — AI) = 0 & A = 1[Subespago Proprio E; : N(A — A;1)
2. Vetores Préprios Multiplicidade Geométrica mg(2,): dim( N(4 — 4;1))
i . 0 0] _ 1 0] _ 0 ricardo—ferreira. pt
A= LN l3 0] = lO o] =L {[1]} Estratégia
N&o diagonalizavel em R (S6 1 vetor base e nio 2) 1. Valores proprios: zeros de det(A — AI)
1 Val ProDr 2.Vetores proprios: bases dos N(4 — AlI)
- op IOS 3.M e D: M base de vetores proprios,
det(4 — AI) = _/1‘ A2 +1 D diagonal de valores proprios

A Diagonalizavel A ndo Diagonalizavel em R
de~t(A _— Al) = 0 S A== 55 R H4 base de vetores proprios | Ndo ha base de vetores préprios
Nao diagonalizavel em R (s6 em C) (ma(4;) = mg(A;) Vi) vetores a menos ou em C




7.2 Forma Canodnica de Jordan

ejad = B 2] . Determina uma matriz mudancga de base M e uma
atriz / na forma canoénica de Jordan tal que ] = M~ tAM.
1. Valores Préprios Forma Canénica de Jordan
B _1=4 0 | _ 1 _ 2 Matriz diagonal por blocos
det(A — AI) = | 3 1 _/1| =(1-4 Jm, (A1) 0 0 \
- - . Qualquer A tem || 4 = 0 0 |
det(A AI) =0e1=1 J/naF C.Jordan 0 0 ]mnun)
2.Vetores Préprios Generalizados [com ] = M~14M. /tlzoml
2.1 Bases deN((A —Al)i) = l 1
Jm; (L) = '
= B _~[0 0] _ 1 O] _ 0 : 1
A= DG ’U)_N[3 ol_N[o ol_L{u} . &
N(a—n2) =y [0 91— {0 [ (matriz m; X my) ricardo—ferreira. pt
(( — Al) ) ~— o 0] = {[1] ’ lol} 1. Valores proéprios: zeros de det(4 — AI)I Estratégia

2.2 Sequéncias de Vetores (Diagrama) 2. Vetores proprios generglizados:
1 1.bases dos N ((A — Al ) até ter vetores todos
.[Ol (4 - D) [1l = lo O] [1l = [0] 2.ultimos vetores adicionados iniciam sequéncias
(A—AD) 1 0 3 0110 3 3. M e ]: M base de vetores proprios generalizados,
3.Me] ° J diagonal por blocos de valores proprios e 1

il _ [0 1] . ou [ e — =_1l0 —1“1 olo 1]=[1 1l=‘/
LogoM = M¢. 5 = 3 Ole]_lo 1 Verifica: M~ AM zl—3 ollz 1ll3 o Ty Ji
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7.3 Forma Canoénica de Jordan (exemplo longo)
2.Vetores Préprios Generalizados
2.1 Bases de N (4 — 21)! )

ejald =

etermina M e uma matriz /
a forma canénica de Jordan
alque ] = M~ 1AM.

cCooc o R

O O =

0

0
2
1
0

N W

N
0
0
0

0 0 -2

17707107 [0 1)
O |—=1| (O} |O 0]
A=1:L<|0}|,] O |,|0}|,|1|p,A=—2:L<|0
0] 1 1110 0]
ol Lol Lol Lo 1))
2.2 Sequéncias de Vetores (Diagrama)
07 0] 0 1 0 1
.0 0] [0 0 2 0
1 01 |A—4D|1|=]0 0 0 0
(A—aD |0 x 0] 10 0 0 0
o 0 ol 1o 0 0 0
0 0] [0 1 0 1
i <] 2 o0 20
® o o (A-AD|0|=]0 0 0 O
— ol lo o0 0o o
A=1 A=-2 ol lo o oo
3MeJ 2 0 0 0 O 1 1 00 o0
0 20 -1 0 0 1 1/ 0 0
={o 0o 1 0 of,J=f0o 0 1[0 0
000 1 0 0 0 0] 110
0o 0 0 0 1l 0 0 0 0[=2

0
0
0
0

—31L
01r

0
0
0

—31L

0

[0

2

0

0

()

[2] 0 ricardo—ferreira. pt
0 -1
o| » Sobrou | 0
0 1
0. L0
Verifica:

Em vez de M~1AM = J,verifica AM = M]




Resumo!

T(x

D
5

(MC<—B)_1

T) = [(1) —01]’? |

(as vezes nao ha)

ricardo—ferreira. pt

s U 2 1 -
T(x)_lo 2|*

(ha sempre)

Transformacodes Lineares R" —» R" & Formas Canodnicas de Jordan n X n




Produto Interno e
Ortogonalidade

8.1 Produto Interno ou Escalar (Defini¢do)

8.2 Norma e Angulo, Vetores e Projecio Ortogonais

8.3 Calcular Base ortonormada (Ortogonalizacdao de Gram — Schimdt)
8.4 Projecdo Ortogonal e Distancia a um subespaco

8.5 Complemento Ortogonal

* *
* %k k
* Kk k
* % X
*

ricardo—ferreira. pt




Em R? e R?, o produto escalar
dava-nos o conceito de
comprimento e angulo...

.. Sera que conseguimos criar
outros produtos escalares
(para estes e outros
espacos vetoriais)?

SIM ©)!

ricardo—ferreira. pt




8.1 Produto Interno ou Escalar (Defini¢do)

l(Wostra que a funcdo {,): R? x R? -» R, definida por
(uy, 1), (v, v5)) = u,v; + U, v, é um produto interno em R?.

Produto interno (ou Produto escalar)
Funcao (,): V X VV — R que satisfaz:
1. Positividade: (i, ) > 0, parai # 0
2. Simetria: (1, V) = (U, U)
3. Linearidade: (i + kw, V) = (U, V) + k(w, V)
Sejat = (uy,u;) €ER%,0 = (vy,v,) ER%,W = (w;,w,) ER?’ek €R
1. Positividade ("1 vetor")
Se # 0,entdo (U, %) = ((uy, uy), (Uy, uy)) = u2 + u2 >0

ricardo—ferreira. pt

2. Simetria ("2 vetores") E :
spaco Euclideano
(U, V) = ((uq, uz), (01, v2)) = W vy + Uy, :> _ 7 -v |[1.Espaco vetorial real
(U,u4) = ((vy,v2), (Ug, Up)) = V13U + VoU, - 2.de dimensaio finita
3. Linearidade ("3 vetores") (i, ) = u' PV 3. com produto interno
(U + kw, V) = ((uy + kwy,uy + kwy), (v1,v,)) = uvq + kwyvy + uyv, + kw,v, N
(U, V) + k(w, v) = (uyvy + uyv,p) + k(wyvy + wyovy) = ugvy + uyv, + kwyv, + kw2v2> N

Concluimos que é um produto interno. |Produto interno/escalar usual em R": (i, V) = u;v; + --- + u,v,




8.2 Norma, Angulo, Vetores Ortogonais e Projecdo Ortogonal de vetor sobre vetor * * *

IConsidera, em R?, o produto interno {((x;, x,), (1, V5)) = x1 V1 + 3%5V5.
a) Calcula anorma [|X||, para um qualquer vetor ¥ = (x;,x,) € R?
b) Calcula o 4ngulo determinado pelos vetores 1. = (1,0) e v = (1,1)

c) Verifica se os vetores i e U sdo ortogonais

d) Calcula a projecdo ortogonal do vetor 1 sobre o vetor v.

Norma
= = = 2 2
x| =, x) = [x{ + 3x ‘ 2 %X ‘
|1X]] = V/(x, X) / 1 2 12]] := +/ (%, %)
r arccos( (U, v) ) B arccos( 14+0 ) Angulo
——— | = —— Uu,v
vl V1Ix V4 0 = arccos( (_> Z )
3 <1> - |ulll[v]|
= arccos| =] = 30 = = =11+
2 (u,v) = |[ull[|¥]| cos 8

ricardo—ferreira. pt

(1, 7) =1x1+4+3x0x1=1+# 0,logo i, v ndo sdo ortogonais

Vetores Ortogonais
(wv)=0

u, 7))\ . 1 11
prois@) = (122} =111 = (3.)

Projecao ortogonal

projz(¥) v




8.3 Calcular Base ortonormada (Ortogonalizacdo de Gram — Schimdt) * * *

eja (X,y) = x,v; + x,¥, + x3y3 o produto interno usual em R3 e

a, = (1,1,0),a, = (1,0,0) ,a; = (0,2,0).
alcula uma base ortonormada para U = L{a;, a,, az}.

1. Base Base ortonormada:

s L LUz * Base
1 0 2[-lo =1 2[-]0 1 -2, .
o oo lo o o lo o ol [ Ortogonal <bi,bj>=0

logo {a;,a,} é uma base de U e “Normada”: ||b; | =1
2. Orto

e

— o U (al,az) 1+0+4+0

by = a; — pro]aﬁ(az) = az; — @ 1”2 12 112 1 02

3. Norrgada

1 1/2
1] _ [_1/4
0 0

projz;(@2) @ =b,

2 TNb . 1/V2\2

Criar Base Ortonormada

= (i, = i, 0) 1. Base: Arranja uma base
2. Orto: Gram — Schmidt para ortogonalizar

{c{,c,} é base ortonormada de U. 3. Normada: Divide pela norma para normalizar




8.3 Calcular Base ortonormada (Ortogonalizacdo de Gram — Schimdt)

* kK

Ortogonalizacao Gram-Schmidt com base de n vetores
1= ayg

2 7= @z — projg;(az)

3 = dz — Projg;(az) — projg;(az)

n = Qn — Projg;(an) — -+ — projg—(an)

"Pega no proximo vetor base e tira — lhe todas
as projecoes sobre os vetores base anteriores”

ricardo—ferreira. pt




8.4 Calcular Projecdo Ortogonal e Distancia de um vetor a um subespaco * * *

m R3, com o produto interno usual, considera o subespaco
W ={(x,y,z) ER:x—z=0}
) Calcula a projecio ortogonal de u = (1,0,0) sobre W
) Calcula a distAnciade 1 = (1,0,0) a W
Projecdo Ortogonal de © sobre W
Se {wy, ..., w, } é uma base de W, entdo

1.Base de W Py () = projw—1>(ﬁ) + -t projw—n>(ﬁ)

X X 07 1
W={ eR*:[1 0 —1]H=0}=N[1 0 —1]=L{1H0”
Z 0] L1

y
logo W tem base {w;, w,},com w; = (0,1,0) ew, = (1,0,1).

Z

ricardo—ferreira. pt

Py, (1) = projy;; (1) + projy; (1) = (——> 2>W1 <——> 2> Wy Distinciadeua W
||W1|| ||W2|| d(ﬁ W) - ||1_j p (ﬁ)”
) S - I'w
_( 0+0+0 ) (1’]+< 140+0 > (1)]_ 162
. p) 2 2 p) 7 2 i -,
0c4+04+1 0 144+ 04+ 1 1 1/2

3.Distanciaa W = Py (ﬁ)

11 [1/2 1/2 N2 e
YL =Y — - ull = T 2 T
u — Py, () [8 192 _f/z logo d(u, W) \/<2> + 0% + ( ) 7z P, (ii) 174




8.5 Complemento Ortogonal (calcular base e dimensao)

onsidera, em ]Ré, o subespaco W = L{(—1,1,2)}. Calcula uma base e a

imens3o do seu complemento ortogonal , W+, quando o produto interno é:

) O produto interno usual em R3
) (X, V) = 2x,9; + 6V, + X2)2

omplemento Ortogonal de W, W+
L=(veV:(w,v)=0vw e W}

Base de W+ (P.I. Usual)
W = L(A)
W+ = N(4)

_
{wy,..,w,}basede W, A=|— | —
— W —

Base de W+ (P.I. Qualquer)
W = L(A)

WJ_

{wy,...,w,}basede W,A =

= N(AP)

wt=N[-1 1 2]

11 [2
=N[1 -1 —2]=L{ 1],[0“,
0l L1

Base W+: {(1,1,0), (2,0,1)}
dim(W+t) = 2

-2 6 2]

i

ricardo—ferreira. pt

Base W+: {(3,1,0),(1,0,1)}
dim(W+') =2

wt=<Svev:
W, PJ = 0
= {0 € V: APD = 0} = N(AP)




Resumo!

wm = c(4)

—t s — ... i m
N(T) = N(A) /X
- (L(A))J_ ricardo—ferreira. pt
\- Propriedades W+
w+wt=v
| ¥ =Py @)+ Pyi(@) | dim(W) + dim(W*) = dim(V)

Se Ax:V — W, entido
L(A) + C(A) =V
dim(L(A)) + dim(C(A)) = dim(V)




Outros Exemplos e
Aplicacoes

ricardo—ferreira. pt

9.1 Espaco Vetorial dos Polinémios de grau menor ou igual a 2 e coeficientes reais

9.2 Produto Externo (ou Vetorial) e Produto Misto

) o
¢

9.3 Classificar Formas Quadraticas (pelos valores proprios)




Ja vimos tanta Algebra
Linear...

. Sera que ja vimos tudo?

rrrrrrrrrrrrrrrrr

NEM LA PERTO @'

(mas este video esta quase ©! )




9.1 Espaco Vetorial dos Polindmios de grau menor ou igual a 2 e coeficientes reais

Eonsidera P, = {p(t) = a + bt + ct?:a, b, c € R} o espaco vetorial dos
olinomios de grau < 2 e coeficientes reais.

a) Calcula uma base de P, e escreve 2 — 5t% como matriz nessa base.
b) Calcula uma base do subespaco W = {p(t) € P,: p(0) = 0}

c) Escreve a matriz de T(p(t)) = p'(t) nabase {1,t, t*}

d) Usando c), determina as solu¢des da equacdo p'(t) = 2t

e) Para (p(t),q(t)) = p(0)q(0) + p'(0)q'(0) + p"(0)q" (0),

calcula ||p(t)|| para qualquer p(t) € P,
Gerar: P, = L{1,t, t?}

Lin.indep:a + bt + ct? = 0= a,b,c =0

} Base P,:{1,t,t*}

1 0 2 ricardo—ferreira. pt
2—-5t2=2x1-5xt?=2x|0[-5%(0|=]0
0 1 —5 Fora de R"? Volta a R™!
3
W - { (@1, D), C) E_R3:a=0} v I 1]R0 0
= {p(t) € P,: p(0) = 0} B g c RE:[1 0 0] Z ) Base {vy, v, v3} Base { OI,H,[O“
={a + bt + ct?:b,c € R,a = 0} i ' . C O
_N[i 0 o ontas
01 [0 R D R R t
Base W: {t, t?} o Base:{[l], 0‘} eSposta e
0ol L1




9.1 Espaco Vetorial dos Polindmios de grau menor ou igual a 2 e coeficientes reais

Eonsidera P, = {p(t) = a + bt + ct?:a, b, c € R} o espaco vetorial dos
olinomios de grau < 2 e coeficientes reais.

a) Calcula uma base de P, e escreve 2 — 5t% como matriz nessa base.
b) Calcula uma base do subespaco W = {p(t) € P,: p(0) = 0}

c) Escreve a matriz de T(p(t)) = p'(t) nabase {1,t, t*}

d) Usando c), determina as solu¢des da equacdo p'(t) = 2t

e) Para (p(t),q(t)) = p(0)q(0) + p'(0)q'(0) + p"(0)q" (0),

calcula ||p(t)|| para qualquer p(t) € P,

| ‘ [0 | o] ) =1t =

A= T(l) T(t) T(t?) 0 0 2 T@)=t'=1,
0 0 O T(t?) = (t%)' =2t

ricardo—ferreira. pt

[8 é (2) ] [8 é (1) ] loze lzf(l) Fora de IR”"VoltaaIR"'
B 4
0 0 010 0 0 0I0 0=0
={(a,0,1):a € R},ouseja,S = {a + t*:a € R} Base vy, vz, v} base { ] [ ] [ “
||p<t)|| = J(p®©,p®) p'(€) = b + 2ct Contas
= J{a + bt + ct?,a + bt + ct?) p"'(t) = 2¢ Resposta ==  Resposta

= Ja2 + b2 + (2¢)2 =\/az+b2+4c2



9.2 Produto Externo (ou Vetorial) e Produto Misto — como calcular e propriedades

*

Eejam u=(110),7 =(-1,10),w = (1,1,1).
alcula o produto externo 1 X v e o produto misto {1, v X w).

Produto Externo (ou vetorial)

by b, bs

— -
UXV= Uy Uy ug

V1 Va2 V3

{bl, b,, b3} base candnica R3

U X U Geometricamente
u x v = (||ul|l|v]| sen O)n

b, b, bs
uxv=|,1 1 0
-1 1 0
_7—|1t o] _+~]1 O0],=11 1
=bi]y o] Th2|4 0‘+b3 -1 1
. 0 0
11 2
Produto Misto Lljux |
I, ¥ X W) = ||u||||v|||an%9|
ul’ U, U3 = AParalel(u» U)
= |T (%) V3 Z.Diregéo:lﬁ,ﬁ
Wy SMoERLE 3.Sentido: sen @
1 1 0
@oxw=|-1 1 o|=1|" 1|=2
-1 1
1 o sl

UXv
v

)6

=
u

ricardo—ferreira. pt

(U, 7 X w) Geometricamente

- -5 —

|<ﬁ: U X W)l = VPga\lel (u, U:’Wl
= ||ull|| 7] ||W|||cos(z_i, UX W )sen(ﬁ,ﬁ/’ )|




9.3 Classificar Formas Quadraticas (pelos valores proprios) *

Classifica a forma quadratica Q(x,y) = —x% — y? + 2xy em definida
positiva, definida negativa, semidefinida positiva, semidefinida
egativa ou indefinida.

Forma Quadratica 1. Escreve Q(%) na forma x¥T Ax
Funcao R" — R s6 com termos de| | 2. Calcula valores proprios de A
20 grau: Q(X) = X'j—q a;; x;x; || 3. Classifica:

0(%) = 2T A%

(A simétrica)

Def. Neg: 4; <0
Semidef. Pos: 4; = 0
Semidef. Neg:1; <0
. Indef: Ai >0 e/1,- <0
1.Q(x) = x" AX X y ricardo—ferreira. pt
© QUxy)=—x*-—y*+2xy=[*x J’ﬂ_l ! ] [x]

’ 1 -1y
2.Valores Proprios
e det(d— Al = ‘11"1 _11_/1‘ —(1=)2—1=2421=1(1+2)
e detA—-A)=01=0vi=-2
3. Classificar
* Todos os valores proprios sdao < 0,logo Q é semidefinida negativa.

| * Def. Pos:4; > 0
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RESUMAOQ!




Estas a gostar?

Da um like!

G

ricardo—ferreira. pt




AVAI - 1A ou[* 8] =

1
~ad — bc [—c
det(A):k,ad — bc, Laplace + Operacoes de Linha 3.1,3.2

d ‘b] 2.4

a

Espacos \etoriais o fer[b,

Base (gerar + lin indep):

b,| 11

,, | Gerar: todas linhas tém pivo 43,44
Lin indep: todas colunas tém pivo

L(A):linhas com pivd 5.2
C(A): colunas originais com pivo (peneirar)
N(A): = N(fer(A)) ~» colunas sem pivo: I

T(xX) =Ax 62
(A=r(5;) - 7(ba))

REIENE1 T Sistemas A% = b ou T(%) = b: [A|E] ("cima, 1, limpa") 1

SoT(%) = BAX

Oy o

Im(T) = C(A)
N(T) = N(4)

Sobrej: Im(T) = Tudo

ricardo—ferreira. pt

I/: Escreve como C(A) ou N(A) 5.3
dim(V): n2 de vetores base 4.4
Mudanca de Base 16

r — — —
1 U [b1 bn]; Mgc = Mcep) !
T na base B7AB = MBPCACMC‘(—B

6.3

8.5
= u"Pv, [|X]]

- -

(u, v)

=5

v

= /(% %), projs (i) =

(E)
[19][2

Base Ortonormada: Gram-Schmidt + Normalizar 83

Ap diag? Base vetores proprios 7.1

Ap FCJ? Base vet. prop. generalizados

| d@ W) = || —
7.2,7.3

Py @) = ||ui — Tprojw @) 8.4I
W+ = N(AP) 85 |




Gostaste? DA like! ‘ Matéria em falta? Comenta! @

Link Website
(clical)
ricardo—ferreira. pt
Link Playlist
(clical)



https://ricardo-ferreira.pt/recursos/universidade/
https://www.youtube.com/playlist?list=PLmXHtzilUbIQHElCMhSh2f36IMRXcCgLa
https://www.youtube.com/playlist?list=PLmXHtzilUbIQHElCMhSh2f36IMRXcCgLa
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